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ABSTRACT 
The logarithmic height on the group AK of rational points of an abelian 
variety A over a global field K was shown by N&on and Tate to be equivalent 
to the sum of a quadratic form and a linear form. In the present paper a modified 
definition of the quadratic form is given and discussed in the special case of an 
elliptic curve A over an algebraic function field K. The quadratic form is obtained 
as the limit of a certain function don AK that was already used by Manin. It then 
turns out to be possible to derive the basic properties of the quadratic form in 
an elementary manner from the corresponding properties of the function d. 
This approach yields in particular an elementary valuation-theoretic proof of 
the theorem of N&on and Tate. Since the function d is explicitly accessible it 
appeared to be desirable to characterize the case in which the quadratic form is 
identical with d. 
EINLEITUNG 
A. N&on hatte 1958 auf dem Internationalen Kongress in Edinburgh 
die Vermutung geaussert, dass fur eine abelsche Mannigfaltigkeit A iiber 
einem globalen KC-per K die beziiglich einer Einbettung von A in einen 
projektiven Raum definierte logarithmische HShe als Funktion auf der 
Gruppe A, der tiber K rationalen Punkte von A Hquivalent zur Summe aus 
einer quadratischen Form q und einer Linearform auf A, ist. Diese Ver- 
mutung wurde 1964 von Tate [I] und 1965 von N&-on [2] selbst bewiesen. 
Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es zu zeigen, wie die quadratische 
Form q (=a) im Falle einer elliptischen Kurve iiber einem Funktionen- 
korper vom Transzendenzgrad r sehr einfach als Grenzwert einer von 
* Diese Arbeit stellt eine verktirzte und teilweise erweiterte Fassung der im Juli 
1966 vom Verfasser an der Universitat Tiibingen vorgelegten Dissertation “Uber eine 
quadratische Form auf der Gruppe der rationalen Punkte einer elliptischen Kurve 
tiber einem Funktionenkorper” dar. Die damals ausgesparten Falle der Charakteristik 
2 und 3 werden hier mitbehandelt. 
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Manin [3] benutzten Funktion d definiert werden kann und sich dabei 
viele wichtige Eigenschaften von 6 unmittelbar aus den entsprechenden 
Tatsachen i.iber d ergeben. Gleichzeitig erhalten wir in dem hier betrach- 
teten Spezialfall einen neuen und elementaren Beweis fir die NCron’sche 
Vermutung. 
Die verwendeten Methoden sind fast durchweg elementarer bewertungs- 
theoretischer Natur und ermiiglichen einen direkten und expliziten Zugang 
zu allen behandelten Problemen. 
Im ersten Teil der Arbeit definieren wir die quadratische Form 6 mit 
Hilfe der explizit gegebenen Funktion cl und leiten Beziehungen zwischen 
d und 8 her. Insbesondere ergibt sich vermijge des Grades eines der 
elliptischen Kurve zugeordneten Divisors ihres Definitionskijrpers, des 
sogenannten “Koeffizientendivisors”, eine Abschatzung fiir die Differenz 
S - d. 
Die lnvarianz von S bei den birationalen Transformationen der eilip- 
tischen Kurve, der Zusammenhang von 6 mit der logarithmischen Hijhe 
und gewissen Ktirpergraden, das Verhalten von 6 auf einer Faktorgruppe 
der rationalen Punktgruppe der Kurve, die Fortsetzbarkeit von 6 auf das 
Tensorprodukt der rationalen Punktgruppe mit den reellen Zahlen und 
die Charakterisierung des Kerns von 6 bilden den Inhalt des zweiten Teils. 
Fast alle Betrachtungen in dieser Arbeit beziehen sich auf elliptische 
Kurven i,iber Funktionenkarpern K/k von beliebigem endlichen Trans- 
zendenzgrad r iiber k, wobei ein festes System von diskreten Bewertungen 
von K/k ausgezeichnet wird, das der Summenformel geniigt. 
Am Anfang beweisen wir eine Modifikation eines Satzes von E. Lutz 
[4], die spgter wiederholt Anwendung findet. 
Es ist bekannt, dass die quadratische Form 6 eine entscheidende Rolie 
sowohl im Beweis der Riemann’schen Vermutung fiir die Zetafunktion 
eines elliptischen Funktionenkcrpers mit endlichem Konstantenkijrper 
[3]l (vgl. [ 161) als such im Beweis des Mordell’schen Satzes fiir elliptische 
Kurven i.iber globalen Kiirpern sowie der Weil’schen Verallgemeinerung 
auf beliebige abelsche Mannigfaltigkeiten [5] (vgl. [ 171) spielt. 
1. DEFINITION DER QUADRATISCHEN FORM 
1. Ein Satz von E. Lutz 
E. Lutz hat in der Arbeit [4] den folgenden Satz bewiesen. Sei k, ein 
p-adischer Zahlkiirper mit (additiv geschriebener) Bewertung w, 
Y2 = X3 - AX - B eine elliptische Kurve mit ganzen Koeffizienten 
1 Nachtrag bei der Korrektur: Ein elementarer Beweis der Riemann’schen Vermutung, 
den der Verf. in diesem Spezialfall gegeben hat, erscheint demn&chst im “Pacific 
Journal of Mathematics”. 
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A, B E k, und nicht verschwindender Diskriminante und C die Gruppe 
der tiber k, rationalen Punkte P = (x, y) der Kurve. Dann bilden die 
Punkte P E C mit w(x) < m, wo m irgendeine negative ganze rationale 
Zahl ist, eine Untergruppe C,,, von C. Diesen Satz werden wir in etwas 
modifizierter Form als Hilfssatz benbtigen. 
Sei K ein Kijrper mit einer (additiv geschriebenen) nicht-archimedischen 
Bewertung w, 
%?: Y2+a~XY+a,Y+X3+blX2+b2X+b3 
= Y2 + f&Y) Y  + #(X) = 0 (ai , bj E K), (1.1) 
wobei q(X) = a,X + a, , I/(X) = X3 + b,X2 + b,X + b, ist, eine ellip- 
tische Kurve iiber K, deren Diskriminante nicht verschwinde, und C die 
Gruppe der i.iber K rationalen Punkte von V. 
Die Gruppenoperation in V ist fiir P = (xp , yp), Q = (xc , yo) durch 
das Additionstheorem [6] 
X P+Q ‘= -cxP + xQ) - ( :p’:-:,“)2 - a, (c-x’,” j  - bl (1.2) 
x,xQ2 + XP’XQ + &P + VQj + b,(xp + xQ) + 2yPYQ 
+ &J(xPyQ + XQYP) + %xpxQ + I 2b3 
cxP - XQ)2 
falls P # Q, und, mit 
2 
X2P = - 2xp - ( 
3xpz + 2blxp + b, + aoyp 
GYP + aOxp + al 1 
+a,( 
3xp2 + 2hxp + b, + soy, 
2YP + UOXP + 4 1 
_ b 
’ 
_ _ zxp _ JfwP) + V’(XP> YP 2 
( 2YP + P)(XP) 
) +a,( 
@(xP) + #(xP) Y, _ b, 
2YP + p?hP) 1 
falls P = Q ist, gegeben. 
Das Nullelement von C ist 0 = (co, co). Die Formel (1.2) liefert fur 
P f --Q such xp-Q , denn es gilt P - Q = P + c-Q>, und fur alle 
Q E C ist 
X-Q = XQ , YQ + Y-Q.= -dxQ). (1.4) 
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Ganz entsprechend ergibt sich fur P = -Q aus der Formel (1.3) ~-~o 
Sei nun p das Minimum der Werte 
p = Min(2w(a,), fw(a,), no, Jw(b,), $w(b,)) (1.5) 
und v eine rationale Zahl < CL. Wir beweisen die folgende Variante des 
Satzes von E. Lutz 141. 
HILFSSATZ 1.1. Die Punkte P = (x,, , yp) aus C, fiir die w(xp) < v ist, 
bilden eine Untergruppe C, von C, wenn fiir den Nullpunkt 0 = (co, w) 
von C w(w) = -co gesetzt wird. Ist also fiir zwei iiber K rationale Punkte 
P = (xp > YP), Q = (XQ 2 YQ> 
ww, 4x0) < v, 
so ist such 
w(x,*t,) < v, 
und es gilt 
w(x~*~) G Maxtw(xp), wtxQh 
wobei,fiir w(xp) # w(xo) das Gleichheitszeichen steht. 
Beweis. Wir bemerken zunachst, dass fiir P E C 
w(xp) < v gleichbedeutend mit w(yp) < +v 
1st und dass dabei 
w(ypp) = w(yp) = $w(xp) = $w(xpp) (1.6) 
gilt, wie sich unter Beriicksichtigung von xp = xpp durch Betrachtung 
der 9? definierenden Gleichung (1.1) ergibt. 
Da die Behauptung wegen der Festsetzung w( 03) = -co richtig ist, 
wenn einer der Punkte P, Q, P f Q der Nullpunkt 0 ist, kbnnen wir 
P, Q, P & Q # 0 annehmen. Wir beweisen die drei Implikationen 
(1) we+) < W(XQ) < v = w(x,*o) = 4x,), 
(2) ww < v < W(XQ) =P ~(xP*o) 3 v, 
(3) WC+) = 4x0) < v =s- wtxP*Q) < WCGJ, 
von denen (2) zum Beweis von (3) benijtigt wird. 
In den Fallen (1) und (2) ist w(xp) # w(xO), also P # &Q, so dass der 
Wert des Nenners von x,&Q bei (1) und (2) nach dem Additionstheorem 
(1.2) 
wttxP - XQ)“) = 2w(%‘) 
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ist. Nach dem Additionstheorem (1.2) und der Bermerkung (1.6) hat der 
Zahler von xp+Q im Falle (1) den Wert 
2w(xP) + w(xQ) 
und im Falle (2) einen Wert 
Bei (1) ist daher 
w(xP+Q) = 244 + w(xQ) - 24%‘) = w(xQ) 
und bei (2) 
w(xp*,) > 2w(x,) + v - 2w(xp) = v. 
Im Falle (3) kiinnen wir w(xp*Q) # w(xp) = w(xQ) annehmen, weil fiir 
w(xplQ) = w(xp) = w(xQ) die Behauptung richtig ist. Ware dann 
w(xplQ) 3 v, so wtirde aus P = (P f Q) T Q nach (2) wegen w(xQ) < v 
die Ungleichung w(xp) 3 v folgen, was der Voraussetzung von (3) wider- 
sprache. Also ist 
w(xPkQ) < v, w(xPhQ) # w(xP) = w(xQ) < v* 
Nach (1) erhalten wir dann aber 
W(G) = M@w(xP*Q), W(XQ)) 3 w(xp,t~>~ 
womit (3) bewiesen ist. 
Wir erg&Zen diese Betrachtungen noch durch einige Bemerkungen. 
1st fur einen Punkt P E C w(xp) >, v, w(xzp) < v, so folgt aus dem 
Additionstheorem (1.3) 
~~~XZP) = W(JmP) + dXP) YP) - @y, + cp(XP)). 
1st fiir einen Punkt P E C w(xp) < v, so gilt 
web) = ww, 
falls die Charakteristik des Grundkiirpers K ungleich 2 ist. Denn nach 
(3) ergibt sich w(xzp) d w(xp) und aus dem Additionstheorem (1.3) wegen 
der Voraussetzung tiber die Charakteristik von K w(xzp) t w(x~). 
Besitzt hingegen K die Charakteristik 2, so folgt aus w(xp) < v nach (3) 
zwar w(xzp) < w(x,), aber die Annahme w(xzp) = w(xp) wtirde nach dem 
Additionstheorem (1.3) die Ungleichung 
43x,’ + 2&x, + bz + wp) - ~(2x9 + adc, + 4 3 Qw(xp), 
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d.h. 
jw(xp) 3 w(aOxp + a,) 3 Min(w(a&,), w(q)) 
zur Folge haben, die wegen der Voraussetzung w(xp) < v C; p nicht 
richtig ist. Also gilt w(xZp) < w(xp) und dariiber hinaus nach dem Addi- 
tionstheorem (1.3) 
w(xzp) = 4w(x,) - 2w(a,x, + a,). 
Wir formulieren diese Tatsachen zusammen mit der Aussage (2) zwecks 
spaterer Anwendung in 
ZUSATZ 1.1. (i) FEr zwei Punkte P, Q E C mit w(xp) < v < w(xo) gilt 
w(x,*o) > V, wobei genauer w(xo) > v die Ungleichung w(x,+o) > v nach 
sich zieht. 
(ii) Zst w(xp) > v, w(xzp) < v fiir einen Punkt P E C, so gilt 
(iii) Zst w(xp) < v fiir einen Punkt P E C, so folgt 
4%) = wc4, 
falls die Charakteristik von K ungleich 2 ist, und 
W(XZP) = 4w(+) - 2w(&)) < W(XP)? 
falls K die Charakteristik 2 besitzt. 
2. Funktionenkcrper und Bewertungssysteme 
Im folgenden sei K ein Funktionenkorper von endlichem Transzendenz- 
grad r iiber einem K&per k als Konstantenkbrper. Dann gibt es in K eine 
Transzendenzbasis t, ,. . . , t, , so dass K iiber dem rationalen Funktionen- 
k&per k(t, ,..., t,) endlich algebraisch ist. Durch die Primpolynome in 
t 1 ,...> t, iiber k und den negativen Grad in t, ,..., t, wird ein (unendliches) 
System diskreter Bewertungen von k(t, ,..., t7)/k festgelegt, fi.ir das die 
Summenformel gilt. Dieses System kann nach dem Fortsetzungssatz fur 
Bewertungen [6,7] zu einem (unendlichen) diskreten Bewertungssystem von 
K/k erweitert werden, das wiederum der Summenformel gentigt (vgl. [ 181). 
Wir bezeichnen die zu den so erhaltenen Bewertungen von K/k gehijrigen 
Primdivisoren von K/k mit p und die (additiv geschriebenen) Bewertungen 
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selbst mit wp und nehmen an, dass die wp auf den kleinsten positiven 
Wert 1 normiert sind. Die Summenformel hat dann die Gestalt 
(0 f x E m (2.1) 
mit den Absolutgraden fi, der Primdivisoren p von K/k als Vielfach- 
heiten, wobei die Summation tiber alle Bewertungen des angegebenen 
Bewertungssystems von K/k zu erstrecken ist. 
In den folgenden Betrachtungen ist durchweg K/k ein Funktionen- 
k&per vom Transzendenzgrad r iiber k mit einer fest gewahlten Trans- 
zendenzbasis t, ,..., t, und dem dazugehijrigen Bewertungssystem der 
vorher beschriebenen Art, wobei gelegentlich r = 1 vorausgesetzt wird 
(vgl. Proposition 12 1 und Folgerung 15.4). 
3. Der Koefizientendivisor und die Funktionen d, 
Sei wie vorher 
v: Y2+aOXY+a,Y+X3+b1X2+b2X+b3 
= Y2 + v(X) Y + l)(X) = 0 (ai , b, E K), (3.1) 
wobei q(X) = a,X + a, , #(X) = X3 + &X2 + b,X + 6, ist, eine ellip- 
tische Kurve tiber K mit nicht verschwindender Diskriminante D, die wir 
der besseren ijbersicht wegen in der Form [S] 
D = /%‘a4 - 8P23 - 27/h2 + %i32~3 (3.2) 
mit 
p1 = a02 - 4b, , p2 = 2b, - a,,al , ,& = aI2 - 4b, , 
/I4 = b22 - a,a,b, + a,2b, + a12b, - 4b,b, 
angeben wollen. Die j-Invariante [9, lo] von V hat dann die Gestalt [8] 
j = (A2 - W2Y 
D . (3.3) 
Die Gruppe der iiber K rationalen Punkte P = (xp , yp) der Kurve % 
bezeichnen wir wieder mit C. 
Jedem Primdivisor p von K/k werde analog zu (1.5) vermijge 
pp = MinW,h), W,(& wp(bl), Bwp(b2), hp(b3N (3.4) 
eine rationale Zahl pp zugeordnet. Die pp definieren einen (formal zu 
verstehenden) Divisor 




von K/k, den wir den Koefizierltendivisor der elliptischen Kurve $5 iiber K 
nennen werden. 
Die sechste Potenz des Koeffizientendivisors, die einen ganzen Divisor 
im iiblichen Sinne darstellt, ist stets ein Teiler der Diskriminante der 
elliptischen Kurve, 
m6iD, 
denn es gilt 
$5, d wp(D) fiir alle p. (3.6) 
Der Grad von nt, 
fm = grad ltt = Cf&, , 
P 
(3.7) 
ist daher wegen der Summenformel (2.1) eine rationale Zahl < 0. Eine 
weitere Eigenschaft von m werden wir in Hilfssatz 14.1 formulieren. 
Sei n/m ein beliebiger (formaler) Teiler des Koeffizientendivisors m, 
If = JJ pup, (3.8) 
P 
wo vp rationale Zahlen sind mit den Eigenschaften 
vq < pp fiir alle p, vp # 0 nur fiir endlich viele p. (3.9). 
Dann ist die sechste Potenz von n, die einen ganzen Divisor im iiblichen 
Sinne darstellt, ein Teiler von D und der Grad von n, 
fn = grad n = C&q, , 
P 
(3.10) 
eine rationale Zahl < 0. 
Somit gilt insgesamt 
n6/m6/D, grad n < grad m < 0. (3.11) 
Zu n definieren wir nun fiir P = (xp , yp) E C in Verallgemeinerung einer 
von Manin [3] benutzten Funktion vermiige 
d,,(P) = - 4 c f&“&l - %(XP>>> falls xp f 0, cc, (3.12) 
wpp)>up 
wobei iiber alle Primdivisoren p von K/k mit wp(xp) > vp zu summieren 
ist, 
d,(P) = -Q grad n, falls x, = 0 (3.13) 
und 
40’) = 0, falls xp = co, also P = 0 (3.14) 
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der Nullpunkt von C ist, zungchst eine Funktion d,, auf C mit rationalen 
Werten > 0. 
Daraus werden wir dann durch Limesbildung 
d&P) 6,(P) = lim ___ n-too n2 (3.15) 
eine quadratische Form 6, auf C erhaiten. 6, wird sich als unabhgngig 
von n erweisen. 
4. Birationale Transformationen 
Wir charakterisieren nun das Verhalten der Funktionen d,, bei bira- 
tionaler Transformation 
x = p2X’ + 7, 
Y = p3Y’ + up2X’ + Co, 
pa,’ = a, + 20, 
p3al’ = a, + 7u0 + 2w, 
p’b,’ = b, + oa, + (r2 + 37, 
p4b2’ = b2 + 2Tb, + ua, + (07 + w) a,, + 20w + 3~~, 
p% = b, + Tb2 + ?b, + wu, + Twa,, + w2 + T3 
0-1 
der elliptischen Kurve V iiber einer endlich algebraischen Erweiterung 
X/E von K/k, die V in die i.iber R definierte elliptische Kurve 
W : Y’2 + a,,‘x’Y’ + a,’ Y’ + x’3 + b,‘X’2 + b,‘X + b,’ 
=o (a,‘, bj’ E R) (4.1) 
mit nicht verschwindender Diskriminante D’ iiberfiihrt, wobei E 1 k 
der genaue KonstantenkGrper von R ist. 
Das in Abschnitt 2 definierte normierte diskrete Bewertungssystem von 
K/k kann nach dem Fortsetzungssatz fiir Bewertungen 17, 111 zu einem 
System diskreter, auf kleinsten positiven Wert I normierter (additiv ge- 
schriebener) Bewertungen Wp von R/E fortgesetzt werden, so dass fiir 
dieses System erneut die Summenformel 
pqX) = 0 (0 # 5i E R) 
mit den Absolutgradenje der iiber den p von K/k liegenden Primdivisoren 
$YJ von R/E als Vielfachheiten gilt. 
Beziiglich dieses Bewertungssystems von iT/E definieren wir nun ent- 
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sprechend zu (3.4), (3.5) und (3.12)-(3.14) fiir die elliptische Kurve %, 
aufgefasst als solche iiber R, die rationalen Zahlen ,Ea ~ den durch sie 
bestimmten Koeffizientendivisor iii von ‘t iiber K sowie auf der Gruppe C 
der iiber R rationalen Punkte von % die Funktionen dfi , wo ti die (for- 
malen) Teiler von iii durchlzuft. Jedes Jr7 kann wegen K c R, also C C T, 
such als Funktion auf C angesehen werden. 
Schliesslich seien noch beziiglich des gleichen Bewertungssystems von -- 
K/k fi.ir irgendeine elliptische Kurve M’ iiber K mit nicht verschwindender 
Diskriminante D’ die rationalen Zahlen 
&j’ = Min(2&(a,‘), $&,(a,‘), Wp(bI’), +Wp(bZ’), ;iG&b,‘)) 
und damit der Koeffizientendivisor Tii’ von V iiber K sowie fiir die (for- 
malen) Teiler ii’ von X die Funktionen &, auf c’, der Gruppe der i.iber 
R rationalen Punkte von %‘, in analoger Weise definiert. 
HILFSSATZ 4.1. Die Funktionen d,, auf C sind bei den birationalen 
Transformationen (T) von V? mit p # 0, 0, r, w aus einer endlich alge- 
bra&hen Erweiterung K/k von K/k fiir “‘j&t alle” n bis auf den Quotienten 
der Kiirpergrade [K : K]/[k : k] als Faktor invariant. Genauer gesagt gilt 
einerseits fir alle Teiler n des Koefizientendivisors m 
d n (P) = ‘! : K1 d 
[k” 
(P) fiir P E C, 
wobei n in a,, als Divisor von K/k aujkejtisst wird, und andererseits fiir alle 
Teiler ti eines festen, von p, u, r, w abhlingigen, iii teilenden Divisors 1 
a~@‘) = i&(P) fiir B/EC’, PEC, 
wobei P’ E c’ das Bild von P E c bei (T) ist und ii’ sich aus ii vermittels 
ii’ = p-% ergibt. 
Beweis.l Der erste Teil der Behauptung folgt sofort aus der Definition 
von d,, , a,,, indem man n von K/k in a, als Divisor von R/II auffasst, d.h. 
die in n auftretenden Primdivisoren p von K/k durch das Potenzprodukt 
der iiber p liegenden Primdivisoren p von K/k ersetzt, und die fiir die hier 
1 Wir bemerken, dass es eigentlich mijglich sein sollte, die Behauptung fti alle Teiler 
n von m statt nur fti “fast alle” n zu beweisen. Insbesondere k&me es darauf an, die 
Invarianz der Klasse des Koeffizientendivisors m von Q iiber K bei (T) nachzuweisen. 
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betrachteten Bewertungssysteme von K/k und R/k giiltigen Beziehungen 
[71 
mit den relativen Verzweigungsordnungen 8~ und Restklassengraden 
tpf, von p iiber p beachtet. 
Zum Beweis des zweiten Teils der Behauptung fiihren wir die rationalen 
Zahlen 
&, = Min(& , i&’ + 2W&), Q(T)), 
&,’ = Min(,C& - 2&5(p), &,‘, @r,(7) - 2&,(p)) 
ein und setzen 
(4.2) 
(4.3) 
Dann gilt xp < t&j , &,’ < t&j’, d h. i teilt den Koeffizientendivisor ?ii 
von V tiber R, und I’ teilt den Koeffizientendivisor X von v’ i,iber R, und 
zwischen Z und 1’ besteht die Beziehung2 
i’ = p-21. (4.5) 
1st also ii irgendein Teiler von i, so teilt ti’ = ~-~ii den Divisor I’. Der 
zweite Teil der Behauptung ergibt sich nunmehr nach Definition von 
& , &, aus der leicht verifizierbaren Tatsache, dass fur P = (a, , yp) E C 
und den Bildpunkt P’ = ($ , j+) E c’ von P bei (T) 
Wr(Xp) < xi, gleichbedeutend mit Q,($) < A@’ 
ist und dass dabei 
iqi(js;3?) = E&+) - 2&(p) 
gilt. 
Man kann iibrigens zeigen, dass T in Wirklichkeit bei der Definition 
(4.2)-(4.4) von i, i’ keine Rolle spielt, weil fur alle p von R/I? die Abschat- 
zung I&,(T) 2 Min(,& , &’ + 2&(p)) gilt, was sich aus den Transfor- 
mationsformeln (T) ablesen Iasst. 
5. Eine Restgliedabschiitzung 
Zum Beweis der Existenz des Limes (3.15) zeigen wir, dass der Limes 
lim dn(2”‘) 
22m 
fur P E C m+m (5.1) 
a Es ware wiinschenswert, die (4.5) entsprechende Beziehung 5’ = p-$i verfiigbar 
zu haben (vgl. die Fussnote 1). Das wiirde diese Arbeit etwas vereinfachen(z.B. Satz 15.1). 
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existiert und gleich S,(P) ist. Dass 6, eine quadratische Form auf C ist, 
wird sich im Anschluss daran sofort ergeben. 
Zuerst fiihren wir fur P, Q E C vermoge 
4V’ - Q, + W’ i Q, = 24(P) f 24(Q) t d,(P, Q) (5.2) 
eine rationalwertige Funktion d,(P, Q) auf C x C ein, die eine Art 
Restglied von d,, auf C darstellt. Diese hat wegen d,(P) = d,(-P) die 
Eigenschaften 
4V’, Q> = d,(Q, P) und d,,(P, Q) = d,( -P, Q). (5.3) 
Fur jede natiirliche Zahl m gilt nach Definition von d,,(P, Q) 
dnPf’) _ d,(2”-lP> + d,,(2”-lP, 2”-lP) 
22% 22@+1) 22” 
Durch vollstandige Induktion ergibt sich daraus 
d&“P) 
22” 
= d,(p) + f 4tP1$ 2i-1p) . 
i=l 
Mit dem Nachweis der Beschranktheit des Betrages / d,(P, Q)i auf C x C, 
der im folgenden erbracht werden solI, ist dann die Existenz des Limes 
lirn d,(2”P) 
m-ta, 22m 
= d,(p) + t 42i-1;j2”-1P) (5.1’) 
i=l 
bewiesen. 
Wir werden einen expliziten Ausdruck fiir d”(P, Q) angeben, der die 
gewtinschte Abschatzung ermiiglicht. Dazu sind zwei technische Hilfssatze 
von Nutzen. Beim Beweis der HilfssHtze spielen vier Relationen eine Rolle, 
die wir vorwegschicken wollen. Eine kurze Rechnung liefert fur zwei 
Punkte P # &Q aus C, P = (xp , yp), Q = (xc , yc), unter Benutzung 
von (1.4) und des Additionstheorems (1.2) die Beziehungen 
xP+Q - x,-Q = 
4Y,YO + 2&GXJ+ + YQ) + 94x0)” 
(xP - x0)” 
+ a 2yQ + dxQ> 
0 
x,-xx,  ’ 
YP - Y-0 = (Y-P - v-0) + @VP + p)(xp)), 
(5.5) 
(5.6) 
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(YP - YONYP - Y-o) = -(xp - %)(XPZ + XP&2 + xo2 + &P + x0) 
+ h + V’(XP> up>> (5.7) 
(XP’ + x,x, + XQ~ + bdxp + x01 + b, + F’(XP) YP) 
= (#(XP> + &P) VP) + (XP - QNXP - ~a) - (3x, + bd. (5.8) 
Sei fur einen festen Primdivisor p von K/k in den beiden folgenden Hilfs- 
satzen zur Abkiirzung wp = w, vp = v gesetzt. 
HILFSSATZ 5.1. Zst ftir zwei Punkte P # -JQ aus C w(xp) > v, 
w(xJ 3 v, so gilt bei 
(9 4~~4) < 5 w(xp+O) < v 
die Beziehung 
a<v - W(XP-ON + S(v - W(XP,,)) 
= -(v - W(XP - %J) + G5 - W(#‘(XP) + V’(XP) VP)>, 
und bei 
00 ~~~~~~~~ < v, w(xpio) 2 v 
Q(v - w(xPro)) 
= -(v - W(XP - x0)) + Gv - W@YP + &cP))>. 
Zum Beweis von (i) hat man das Additionstheorem (1.2) und die 
Relationen (5.7), (5.8) in geeigneter Weise auszunutzen, wahrend im 
Beweis von (ii) neben (1.4) und dem Additionstheorem (1.2) noch (5.6) 
zur Anwendung kommt. 
HILFSSATZ 5.2. Zst fiir zwei Punkte P # &Q aus C w(xp) < v, 
w(xo) -: v, so ist such w(xp-,J < v, w(x~+~) < v, und es gilt 
Q(v - WhP-0)) + JAv - w(xP+QN 
= (v - W(XP>) + (v - WC%)) - (v - W(XP - x0)). 
Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt sofort aus Hilfssatz 1.1, 
und der zweite Teil kann im Falle 
w(xp) < w(xo) < v oder w(xo) < w(xp) < v 
ebenfalls unmittelbar aus Hilfssatz 1.1 hergeleitet werden. 
1st hingegen w(xp) = w(xc) < v, so hat man drei F&lie zu betrachten. 
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(a) w(3cP-c) < w(x,). Hat K dann eine Charakteristik # 2, so folgt 
einerseits nach Zusatz 1.1 (iii) w(xzo) = w(xo) und damit auf Grund von 
P + Q = (P - Q) + 2Q mittels Hilfssatz 1.1 
wGG+d = d%J 
und andererseits gemass (5.5) 
w(xp-0) = 3w(x,) - 2w(xp -x0). 
1st aber die Charakteristik von K gleich 2, so schliesst man zunachst auf 
Grund von (P + Q) - (P - Q) = 2Q mittels Hilfssatz 1.1 und der aus 
Zusatz 1.1 (iii) folgenden Ungleichung w(x& < w(xo) auf 
Die Behauptung folgt dann aus Hilfssatz 5.1 (i) und der Identitlit 
W(IcI’(XP) + F&4) = 2J4-G). 
(b) w(xP+,) < w(xo). Der Beweis kann wegen xo = x-e wie unter (a) 
gefiihrt werden. 
(c) W(XP-0) = w(xp+o) = ww. u m zu zeigen, dass w(xP - xo) = w(xo) 
ist, fiihren wir die Annahme w(xP - xo) > w(xo) auf einen Widerspruch. 
1st die Charakteristik von K ungleich 2, so liest man aus (5.5) auf 
Grund jener Annahme 
w(xp+o -x&Q) = 3w(x,) - 2w(xp - XQ) < w(x0) 
ab, was zu w(x,+, - xP-o) > w(xo) im Widerspruch steht. Hat K 
hingegen die Charakteristik 2 oder allgemeiner eine Charakteristik # 3, 
so ergibt sich nach dem Additionstheorem (1.2) 
WO’P - .!Jo>, WOP - Y-0) B W(XP - x0) + :wkJ 
und daraus mittels (5.7) die Ungleichung 
w(x2 t- x,x, + 4 + h(x, + XQ) + b, + $(XP> YP) 
2 W(XP - xc?) + W(%h 
die aber gemhs (5.8) unter der Annahme w(xP - xo) > w(xo) falsch 
ware. 
Nunmehr sol1 ein expliziter Ausdruck fur d,(P, Q) hergeleitet werden. 
Dabei schreiben wir zur Abkiirzung Ungleichungen der Form wP(xP) > vP 
einfach als P > p. Ferner bringen wir die Funktion d,(R) fur 
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R = P f Q, P, Q unter Verwendung der Summenformel (2.1) auf die 
Gestalt 
d,(R) = Q c f&q, - wp(xR)) - & grad n, 
R<P 
(5.9) 
wobei die Summe verabredungsgemass iiber alle diejenigen Primdivisoren 
p von K/k zu erstrecken ist, fur die w&xs) < vp gilt. 
Zwei Falle sind gesondert zu behandeln. 
Dann verifiziert man zuniichst unter Anwendung von Zusatz 1.1 (i) sowie 
Hilfssatz 5.1 und der Summenformel(2.1) die Beziehung 
4,(P -- Q) + &V’ + Q> 
= 240’) + UdQ> - C fp(vp - wp(xpN - 1 fp(vp - l.lvp(x~)) 
P.Q<P P,Q<P 
t- c fp(vp - U’&P - xQN + 4’V’, Q) 
P,Q<P 
mit 
4,‘(P, Q, = p*Q<;<p Q f$vp - u’pw(xP) + &+) VP)) 
. , 
+ c r,C% - J%42YP + QGPN 
pfQ<P<PiQ,P.Q 
+ p<p_co p Qf&P - WP(XP - XQ)h 
. I. 
(5.10) 
worin P gemass (5.3) durch Q ersetzt werden darf. 
Daraus ergibt sich aber auf Grund der Beziehung (5.2) fur d,,(P, Q) und 
mittels Hilfssatz 5.2 
W’, Q> = 4’(P, Q>. (5.11) 
(5.10) stellt gem&s (5.11) den gesuchten Ausdruck fur d,,(P, Q) dar. 
In dem nach (5.3) noch verbleibenden Falle 
(B) P := Q 
erhalt man unter Verwendung von Zusatz 1.1 (iii), (ii) und der Summen- 
formel (2.1) durch Lhnliche Rechnungen, die jedoch im Falle der Charak- 
teristik 2 etwas modifiziert werden miissen, die Beziehung 
4p> PI = c fpm.7 - M’P(WP> + Y’CXP) YP>) 
ZP<P<P 




Dieser Ausdruck ergibt sich such aus (5. lo), (5.11) im Falle (A), indem 
man dort P = Q setzt und berticksichtigt, dass fur die Koordinaten des 
Nullelements 0 = (co, 03) von C in Hilfssatz 1.1 M( co) =- -co fest- 
gelegt wurde; allerdings haben wir d,(P, Q) bei (A) nur unter der Voraus- 
setzung P f &Q berechnet. In dem nun folgenden Beweis der Beschrankt- 
heit des Betrages von d,,(P, Q) auf C x C kann die Formel (5.12) fur 
d,(P, P) jedoch als Spezialfall von (5. IO), (5. I I) angesehen werden. 
Den Beziehungen (5. IO), (5.11) entnimmt man zunachst 
cl,@‘, Q, d 0. 
Wir zeigen des weiteren, dass die Beschr&ktheit von d,,(P, Q) nach unten 
eine Folge der Beschrlnktheit von 
Min(w,(W~) + V’(G) YP). wpCQp + dxd> + hp> (5.13) 
nach oben fiir alle Primdivisoren p von K/k mit wp(xp), wp(xcJ > vp ist. 
Dabei sei erneut fur festes p zur Abkiirzung wp = w, vp = v gesetzt. Den 
drei Summen im Ausdruck (5.10) fur d,,(P, Q) entsprechend unterscheiden 
wir drei Falle. 
(1) Wc+Q), w(++o) < v G W(XPh ww. 
Gem&s 2P = (P + Q) + (P - Q) ergibt sich dann nach Hilfssatz 1.1 
w(xzp) < v, und daraus folgt wegen w(xp) > v nach dem Additions- 
theorem (1.3) 
w($‘hJ> + FJ’(XP> YP) < M’(2YP + dXP)) + 3v. (5.14) 
(2) wh32) < v G w(x,*cA W(XP>, WC%). 
Gem&s 2P = (P + Q) + (P - Q) ergibt sich dann nach Zusatz 1.1 (i) 
w(xzp) 2 v, und daraus folgt wegen w(xp) > v nach dem Additions- 
theorem (1.3) 
W(9wP) + qe4 YP) 2 W@YP + &PN + iv. (5.15) 
(3) v < J4-kO)? WbP,O), W(G)> ww. 
Wegen w(xp + xc) > v ergibt sich dann nach dem Additionstheorem 
(1.3) 
W(YP - 4’0), W(Y, - u-0) >, 4% - x0) + iv 
und wegen xp-o = x-+o) , also w(x-(~-~)) > v, such 
W(Y-P - Yo> 3 WC% - x0> + iv, 
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wieder nach dem Additionstheorem (1.3). Aus diesen Ungleichungen 
folgt wegen (5.6). mit -Q an Stelle von Q, einerseits 
4&J + &P)> 2 W(XP - 4 + Bv 
und andererseits wegen (5.7) 
(5.16) 
w(xp2 -t x,x, + xo2 + b,(xp + xg) + b2 + $(XP) YP) > w(x, - XQ) + v- 
Dann ist aber such 
W($uXP> + CP’W VP> 2 W(XP - x0) + VY (5.17) 
denn andernfalls wi.irde sich auf Grund der Formel (5.8) der Wider- 
spruch 
W(XP’ + x,x, + xo2 + b& + xd + b, + y&J VP> 
= w(wG> + FJ’(XP) YP) < W(XP - XCJ + v 
ergeben. Ubrigens lassen sich die Ungleichungen (5.14)-(5.17) ganz ent- 
sprechend such fur Q an Stelle von P beweisen. 
Aus (5.14)-(5.17) sowie dem unter (A) hergeleiteten Ausdruck (5.10) 
fur d,(P, Q) ist ersichtlich, dass es zum Beweis der Beschranktheit von 
d,(P, Q) auf C x C in der Tat fiir jedes p mit w,(x,), wP(xo) b vP nur 
noch auf die Bestimmung einer oberen Schranke ftir (5.13) ankommt. 
Wir bringen dazu, urn den Rechenaufwand zu reduzieren, die ellip- 
tische Gleichung (3.1) durch geeignete Transformationen (T) auf ein- 
fachere Formen, je nachdem die Charakteristik des Grundkiirpers von 
2, 3 verschieden ist oder nicht. Es wird sich in Abschnitt 8 zeigen, dass das 
in bezug auf die quadratische Form 6, keine Einschrankung bedeutet, weil 
die Funktion d,, nach Hilfssatz 4.1 bei den Transformationen (T) fur 
“fast alle” n invariant ist. 
Wir unterscheiden drei Falle 19, lo]. 
(a) Die Charakteristik von K ist ungleich 2, 3. 
Die transformierte elliptische Gleichung hat dann die Form 
Y2 + X3 + b,X + b, = 0 (b, 3 b, E K). 
Die Diskriminante ist 
D = --4bz3 - 27b32. 
(b) K besitzt die Charakteristik 3. 
Die transformierte elliptische Gleichung lautet 





Die Diskriminante ist 
D = b12bzZ - 4bz3 - 4b13b, - 276,” -- 18b,b,b, . 
(c) Die Charakteristik von K ist gleich 2. 
Die transformierte elliptische Gleichung lautet 
Y2+uOXY+u,Y+X3=0 (a, 9 a,E 0 
(5.21) 
(5.22) 
Die Diskriminante ist 
D = -uo3q3 - 27a14. (5.23) 
Es sei noch erwlhnt, dass sich die Diskriminanten in den Fallen (a) 
und (b) nur bis auf einen nicht ins Gewicht fallenden Faktor 2* aus der 
Formel (3.2) ergeben. 
In allen drei Fallen kann nun die Diskriminante D folgendermassen 
durch die Ausdrlicke #‘(x+) + #(xP) yP ,2y, + y(xP), deren p-Werte 
abzuschatzen sind, dargestellt werden. 
--D = gd+)($‘(xp) + Y’(XP) d2 + gzGM2~!yp + dxd)” 
+ g(lcI’cG) + VW YPK9P + dXP)>. (5.24) 
Darin ist-wie man leicht verifiziert-im Falle 
(4 gltxp) = 3xp2 + 4b2, g2(xp) = 2-233(xp3 + b2xp - b3), g = 0, 
#‘(xp) = 3xp2 + b,, &p) = ~+p) = 0; 
tb) &p) = W-v, + b,” - b,), g&+) = 2h3, g = 0, 
$txp) = 3~~ + 2b,xp + b,, p)(xp) = FX~ = 0; 
(4 &G+) = %*2 g2(+) = ao2xp2 + G%3 + a,), g  = uo5, 
$%> = 3XP2, &P) = uox, + a, , $(XP) = 4) * 
In allen drei Fallen gilt fiir p mit wP(xP) > vP nach Definition (3.9) von 
VP 
~&l(XP)) 3 25 3 W&B(XPN b 3vp 9 wpk) 3 svp * 
Die Darstellung (5.24) von D zeigt daher, dass stets mindestens eine der 
drei Ungleichungen 
w&D) 2 34,%4 + F%+) VP) + 253 9 
w,(D) 2 2wp(2yp + dxd) + 3v, 3 
w,(D) > ~pW’W + T’(XP) YP) + ~p~‘Q~ + ~xP)) + Qv, 
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erfiillt ist. Daraus folgt aber ftir diejenigen p mit wP(xP) > yP die Abschat- 
zung 
Min(w,($‘kJ + v’(xp> VA w,G% + dxpN + SvJ 
< &qD) - vp , (5.25) 
die tibrigens such fur p mit wP(xP) < vp gilt. Also ist insbesondere fur p 
mit w,(-+>, w&J 3 vp 
im Falle (1) wegen (5.14) 
3vp - i&SD) < 2v, - w,W(xd + I’ YP), 
im Falle (2) wegen (5.15) 
3vp - h+,(D) G ;vp - wp(2yp + dxd) 
und im Falle (3) wegen (5.16) oder (5.17) 
3vp - +wp(D) < vp - w,(x, - x0). 
Durch Summation iiber alle p mit W&T,), wP(xO) 3 vP erhalten wir daher 
nach der unter (A) bewiesenen Formel (5.10) ftir d,,(P, Q) die Abschgtzung 
p p3vp - $t@)) G ddp, Q)* 
. / 
Da nach (3.11) 3vP < 3~~ < $w,(D) ist, kijnnen wir die Ungleichung 
noch etwas vergrbbern, indem wir links i.iber alle p summieren, und 
bekommen schliesslich unter Ausnutzung der Summenformel (2.1) ftir 
D#O 
3 grad it < d,,(P, Q). 
Unser zunachst nur ftir elliptische Kurven der Normalformen (5.19, 
(5.20), (5.22) bewiesenes Ergebnis lautet 
3 grad n < d,,(P, Q) < 0 ftir alle P, Q E C. (5.26) 
Danach existiert also fur elliptische Kurven dieser Normalformen gem&s 
(5.1’) der Limes (5.1). 
6. Beziehungen zwischen 6, und d,, 
Urn zu zeigen, dass der Limes (5.1) unter der Voraussetzung der Giiltig- 
keit von (5.26) gleich 6,(P) ist, vergleichen wir die durch vollsttidige 
Induktion beweisbare Beziehung 
(6-l) 
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mit der in Abschnitt 5 angegebenen (5.4), wobei wir zur Abkiirzung 
voriibergehend 
I” 
dF)(P, P) = c 




dkrn,“,(P, P) = l& dF’(P, P) (6.3) 
setzen wollen. Dazu beweisen wir zunachst allgemein, dass sich d,(P, Q) 
fiir P, Q E C als eine Summe von dk”‘(R, R) mit gewissen R E C schreiben 
lbst. Es ist n5imlich nach der Definition (5.2) von d,,(2”P, 2”“Q) 
4,PO’ - Q,> + d,(2”(P t Q)) 
= 2dnGW + 242’“Q) + d&‘“P, 2”Q), 
und das ergibt nach Division durch 22in unter Benutzung der Formel (5.4) 
und Abkiirzung (6.2) 
d,,,<P - Q, + d;“‘(P - Q, P - Q, + d,,(P + Q, + dp’(P + Q, P + Q) 
= 2d,,V’) + 2dim)(P, P) + 2dJQ) + 2d,y(Q, Q) + dn(2m$wL2'nQ) . 
L&t man diese Gleichung gem&s (5.2) nach 
dnU’, Q> = dn(P - Q> + d,,( P + Q) - 2d,,(P) - 2d,(Q) 
auf, so erhalt man 
d,(P, Q) = 2dj,“‘(P, P) + 2dA”‘(Q, Q) f d”(2m2~‘2DLQ) 
- dAm’(P - Q, P - Q) - dp’(P + Q, P + Q). 
Der ijbergang zum Limes m + cc fiihrt nach (5.26) und mittels (6.3) zu 
der gesuchten Beziehung 
d,,(P, Q> = 2d;YP, P) + 2d$=“(Q, Q) 
- d&“‘(P - Q, P - Q) - dim’(P + Q, P + Q). (6.4) 
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Nun kijnnen wir die beiden Summen (5.4) und (6.1) miteinander ver- 
gleichen. Nach (6.4) ist 




zzz n-l q (2dAm)(jP, jP) + 2dAm)(P, P) - d’,“)((j - l)P, (j - l)P) c 
I=1 
- d;Yj + l)P, (j + 1)P)). (6.5) 
Eine kurze Rechnung liefert schliesslich die (ohne die obigen Abkiir- 
zungen geschriebene) Identitat 
Darin erfiillt die letzte Summe wegen der Abschatzung (5.26) fiir alle 
n und P E C die Ungleichungen 
grad tt < c 
* d,,(2’-W~;2’-‘nP) < o. 
i=l 
(6.7) 
Somit ist der Grenzwert nach (6.6), (6.7) 





Wir haben also gemass der Definition (3.15) von an und auf Grund der 
Relationen (6.1), (6.8) und (5.4) 
S,(P) = lim 442”P) 
2zm 
fiir P E C m-m (6.9) 
bewiesen. Als eine Folge von (6.9) ergibt sich mit Hilfe der Beziehungen 
(5.4) und (6.7) die Abschatzung 
grad tt < i,,(P) - d,(P) < 0 fiir P e C. (6.10) 
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I. ijbertragung auf den allgemeinen Fall 
Nunmehr kehren wir zu der vermoge (3.1) definierten beliebigen ellipti- 
schen Kurve V zuriick und beweisen den 
H~LFSSATZ 7.1. Die Beziehungen (5.26), (6.7), (6.9), (6.10) gelten fiir 
beliebige elh’ptische Kurven % iiber K der Form (3.1). 
Beweis. Zunachst einmal gentigt es, die Ungleichungen (5.26) allgemein 
zu beweisen, weil daraus (6.7), (6.9), (6.10) wie oben gefolgert werden 
kiinnen. Weiterhin haben wir bereits in Abschnitt 5 allgemein d,(P, Q) < 0 
fiir P, Q E C veritiiert. Den Beweis von 3grad n < d,(P, Q) fiir P, Q E C 
erbringen wir, indem wir den allgemeinen Fall einer beliebigen elliptischen 
Kurve V mittels Hilfssatz 4.1 je nach der Charakteristik von K auf einen 
der drei bereits behandelten Falle (a), (b) oder (c) zurtickfiihren. 
Durch Anwendung von (T) transformieren wir nlimlich die durch (3.1) 
gegebene Kurve V wie in Abschnitt 4 birational in die vermijge (4.1) de- 
finierte Kurve V, wobei wir aber zusatzlich erreichen wollen, dass (4.1) 
eine der Normalformen (5.18), (5.20) oder (5.22) annimmt, je nachdem 
die Charakteristik von K ungleich 2 und 3, gleich 3 oder gleich 2 ist. Dazu 
wtihlen wir p = 1 und im Falle 
(a) der Charakteristik + 2 und 3 
a0 ao2 - 461 4 ao2 - 
UC--, 
4bl 
2 7= 12 ’ w=----- “2” 2 12 7 (7.1) 
(b) der Charakteristik 3 
u = a,, 7 = 0, w =a,, (7.2) 
(c) der Charakteristik 2 schliesslich (T, 7, w  als schrittweise zu bestim- 
mende Lbsungen der separablen Gleichungen tiber K [8,9] 
u4 + alo + (b12 + b2) = 0, 
i- - (u” + b,) = 0, 
~2 + a,w + (TV + b,? + b27 + b3) = 0, 
(7.3) 
falls a, = 0, oder 
u8 + ao2u6 + ao3u5 + ao(al + sob,) u4 + ao503 
+ (a, + aobl)((al + aobl) + ao3) u2 + aoh + aoW u 
+ ao2(b13 + b3) + (b12 + b2W12 + b2) + aoal) = 0, (7.4) 
T + (0” + aou + 63 = 0, 
sow + Cc+ + aou3 + (al + aoh) u + (b12 + b2)) = 0, 
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falls a, # 0 ist, wobei (2) und die Kurve V’ tiber dem K&per 
R = K(o, T, w) definiert sind und bei (a), (b) sogar R = K ist, wahrend R 
bei (c) eine endlich algebraische separable Erweiterung von K von 
hiichstens achtem Grade darstellt. Die behauptete Ungleichung 3grad 
tt Q d,,(P, Q) beztiglich V folgt nun gem&s Hilfssatz 4.1 aus der ent- 
sprechenden Ungleichung beztiglich %‘, weil bei dem durch (T) vermittel- 
ten Ubergang von %’ zu %-in den Bezeichnungen von Abschnitt 4-die 
aus (7.1) (7.2), (7.3) bzw. (7.4) ersichtlichen Griissenrelationen 
jip’ 3 & fur alle p von R/E 
gelten, woraus grad ?iI’ > grad iii und nach (4.2)-(4.5) I’ = I = iii folgt, 
und weil sich sowohl der Grad jedes Divisors tt von K/k [7] als such die 
Funktion d,,(P, Q) (vgl. (5.2)) beim Ubergang von K/k zur Erweiterung 
K/k mit dem Faktor [R : a/[E : k] multiplizieren. 
8. Unabhtingigkeit van n 
Die nunmehr flir beliebige elliptische Kurven V der Form (3.1) gem&s 
(3.15) bzw. (6.9) definierte Funktion 6, auf C hangt nicht von der Wahl 
des m teilenden Divisors n von K/k ab. 1st ngmlich 
ein weiterer Teiler von m, sind also yr,’ rationale Zahlen mit der Eigen- 
schaft (3.9), so erhalten wir ftir die Differenz d,,(P) - d,,(P) auf C der 
zugehiirigen d-Funktionen die Abschatzung 
+ c, fp@p - vp’) < dn(P) - 4G’) G i c, Ah, - VP’), (8.1) “P-P vP’yP 
wie man unter Verwendung der Formel (5.9) fur d,, , d,,, direkt verifiziert. 
Unter Benutzung der formal such fur die “Divisoren” n, n’ mit rationalen 
Exponenten vP , yp’ definierten Begriffe grijsster gemeinsamer Teiler 
(n, n’) und kleinstes gemeinsames Vielfaches [n, n’] lassen sich die Un- 
gleichungen (8.1) einfach als 
$gradw , 
n 
< d,(P) - d,,(P) < + grad w  
n (8.2) 






nach Hilfssatz 7.1 fur P E C konvergieren, ergibt sich aus der Abschatzung 
(8.1) bzw. (8.2) von d”(P) - d,(P) 
a,(p) _ a,,,(p) = lim d’t(np’ - “‘(*” = 0. 
VZ-= 112 
HILFSSATZ 8. I. Durch d,, wird fiir alle Teiler n von nt vermijge (3.15) 
bzw. (6.9) ein und dieselbe Funktion 6, = 6 auf C dejiniert. 
9. Die quadratische Form S 
Sei G eine additive abelsche Gruppe und 
q: G+R+ 
eine Funktion von G in die additive Gruppe der reellen Zahlen R+. q 
heisst eine quadratische Form auf G, wenn q der Bedingung 
4(A - B) + 4(A + B) = &l(A) + 2dB) ftir A, B E G (9.1) 
geniigt. Auf Grund von (9.1) ergibt sich ftir jede Menge von Elementen 
A 1 ,*..i A, E G, die fest vorgegeben ist, eine quadratische Form [I, 2, 121. 
Wir nennen die Funktion q positiu semidejmit auf G, wenn q auf G nur 
Werte > 0 annimmt. 
PROPOSITION 9.1. Die Funktion 8 ist eine positiv semidefinite quadra- 
tische Form auf C. 
Beweis. Aus den d,, definierenden Beziehungen (3.12)-(3.14) liest man 
unmittelbar d,(P) > 0 fiir alle P E C ab, und daraus folgt nach der 
Definition (3.15) bzw. (6.9) von 6, dass 8(P) 3 0 ftir alle P E C gilt, 
d.h. 6 ist positiv semidefinit auf C. Dass 6 eine quadratische Form auf C 
ist, folgt nach Definition von 6 gem&s (9.1) aus der durch n2 dividierten 
Beziehung (5.2) ftir nP, nQ, in der nach (5.26)(Hilfssatz 7.1) fiir n + 00 
d&P, nQ> - o - 
n2 
konvergiert. 
Wir fassen die erhaltenen Resultate zusammen. 
SATZ 9.1. Sei m der gemliss (3.4), (3.5) dejinierte Koefizientendivisor 
der durch (3.1) gegebenen elliptischen Kurve %? iiber K und tt gem&s (3.8), 
(3.9) ein Teiler von m. Dann wird fiir P = (xr , yr) E C, der Gruppe der 
iiber K rationalen Punkte von %, durch die Festsetzungen (3.12)-(3.15) 
unabhiingig uon der Wahl von n eine positiv semidefinite quadratische Form 
S auf C definiert. 
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II. EICENSCHAFTEN DER QUADRATISCHEN FORM 
10. Invarianz bei birationaler Transformation 
Zuerst beschreiben wir das Verhalten von 6 bei den iiber einer endlich -- 
algebraischen Erweiterung K/k des Funktionenkijrpers K/k definierten 
birationalen Transformationen (T) der durch (3.1) gegebenen elliptischen 
Kurve V iiber K. Wie in Abschnitt 3 seien fur die Teiler n des Koeffizien- 
tendivisors 111 von %’ iiber K die Funktionen d, auf der rationalen Punkt- 
gruppe C von V iiber K sowie fir die Teiler ii des Koeffizientendivisors 
Ri von 9, aufgefasst als Kurve iiber K, die Funktionen &, auf der rationalen 
Punktgruppe C von V iiber R erklart. Ferner bezeichnen wir beztiglich 
der vermittels (T) transformierten Kurve 55” tiber i? die fur die Teiler ii 
des Koeffizientendivisors iii’ von %Y iiber R auf der rationalen Punkt- 
gruppe C’ von 59 iiber R definierten Funktionen wie vorher mit &I . 
Gembs Hilfssatz 8.1 liefert dann d, bzw. 7i, eine quadratische Form 
6 bzw. 8 auf C bzw. C beziiglich %, wahrend aus &f entsprechend eine 
quadratische Form 8’ auf C’ beztiglich %?’ resultiert. 
PROPOSITION 10.1. Die quadratische Form 6 ist bei den birationalen 
Transjormationen (T) der elliptischen Kurve 9? mit den Konstanten -- 
p # 0, V, r, w aus einer endlich algebraischen Erweiterung K/k von K/k bis 
auf den Quotienten der Kiirpergrade [K : K]/[k : k] als Faktor invariant. 
Genauer gesagt gilt einerseits 
S(P) = F : lul S(P) 
[k:k] 
fur P E C, 
-- 
d.h. 6 multipliziert sich beim ijbergang von K/k zu K/k mit dem Faktor 
[I? : K]/[E : k], und andererseits 
8’(F) = S(P), 
wo P’ E C’ das Bild von P E C bei (T) ist, d.h. 8 ist bei (T) invariant. 
Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus dem ersten Teil von 
Hilfssatz 4.1, indem man fur irgendeinen festen Teiler n von m gem&s 
Hilfssatz 8.1 die Funktion d, bzw. a,, zur Definition von 6 bzw. 8 heran- 
zieht. 
Zum Beweis des zweiten Teils der Behauptung wahlt man einen festen 
Teiler ii des gemass (4.2), (4.4) eingeftihrten Divisors 1 von R/E, so dass 
ii’ = p-5 den gem&s (4.3), (4.4) erklarten Divisor I’ von K/E teilt, und 
benutzt &, bzw. & vermittels Hilfssatz 8.1 zur Definition von 8 bzw. 8’. 
Die Behauptung ist dann eine Konsequenz des zweiten Teils von Hilfs- 
satz 4.1. 
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11. Beziehung zur logarithmischen Hiihe 
Die logarithmische Hiihe 11 eines rationalen Punktes P E C, den wir uns 
in homogenen Koordinaten P = (1, xp , I.~) gegeben denken wollen, ist 
bezfiglich dieser Koordinaten als 
h(P) = -Cfp Min(O, tt’p(xp>, ~~lp~~p)) 
P 
(11.1) 
definiert. Wir geben hier fur den Spezialfall der rationalen Punktgruppe C 
einer elliptischen Kurve %? iiber einem Funktionenkbrper K/k einen neuen, 
sehr einfachen Beweis des von N&on [2] und Tate [I] allgemein fiir die 
rationale Punktgruppe A, einer beliebigen abelschen Mannigfaltigkeit A 
iiber einem globalen K&per K bewiesenen Satzes, dass die logarithmische 
Hijhe auf A, beziiglich irgendeiner Einbettung von A in einen projektiven 
Raum “im wesentlichen”, d.h. bis auf einen beschrgnkten Summanden, 
die Summe einer quadratischen Form und einer Linearform auf A, ist. 
Im hier betrachteten Spezialfall ist die Linearform 0, wahrend die Hahe 
mit einem Faktor fr multipliziert werden muss. 
Sei tt der “Nennerdivisor” des Koeffizientendivisors m von Y: iiber K, 
d.h. n sei durch vp = Min(0, pp) fur alle n von K/k definiert (vgl. (3.8), 
(3.9)). 
PROPOSITION 11.1. Fiir alle P E C gilt die Abschtitzung 
grad n < S(P) - &h(P) < -*grad n, 
wo n der Nennerdivisor von in ist. 
Beweis. Nach (1.6) ergibt sich wegen vp = Min(0, pLp) < 0 fiir p mit 
wp(xp) < vp die Beziehung 
Wn(Qvp , w,(+>, wpb4) = twpW, 
wghrend fur p mit w,(xp) > vp 
$Min(% 
2 P’ wp(xP)Y W&P)) = &v, 
ist. Unter Benutzung der Definition (5.9) von d, erhalten wir daher 
d,,(P) = - 3 cf, Min (8 vp , w~(xP>, w~(uP>). 
P 
(11.2) 
Folglich ist nach (11. I), (11.2) 
UP) - Q h(P) = 8 c fp Min(O, wp(xp), wp(yp)) - 3 C fpvp . 
wp(“p)Svp W$cp)~Yp 
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Also gilt einerseits wegen 
+v, < #Iin@, w,(xp), wp(yp)) d 0 fib wp(xp) > vp 
und andererseits erneut wegen vP < 0 die Abschatzung 
0 < d,(P) - j+(P) < -$grad n. 
Daraus folgt die Behauptung gem&s (6.10) (Hilfssatz 7.1). 
12. Zusammenhang mit gewissen Kiirpergraden 
In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass K/k ein Funktionenkorper 
vom Transzendenzgrad 1 ist. 
PROPOSITION 12.1. Hat K/k den Transzendenzgrad 1 und ist 
P = (xp , yp) E C ein Punkt mit yp # 0 und iiber k transzendenter Koor- 
dinate x, , so gilt 
grad n < 8(P) - [K : k(xp, yP)] < -*grad n, 
wo [K : k(xp , yp)] der Kiirpergrad von K iiber k(xp , yp) und n der Nenner- 
divisor von nt ist. 
Beweis. Da K/k den Transzendenzgrad 1 hat, yp # 0 und xp tiber k 
transzendent ist, gilt nach der Definition (3.1) der elliptischen Kurve V 
fur den Korpergrad von k(xp , yp) i.iber k(xp) die Identittit 
Ptxp > YP) : &+)I = 2 
und daher fur K iiber k(xp , yp) die Beziehung 
[K : Wxp 3 ~~11 = - t w ~~~<ofpwp(x~)- 
P 
(12.1) 
Unter Beachtung von vP = Min(0, pP) < 0 fur den Nennerdivisor n 
von m berechnet man dann mittels (5.9) und (12.1) 
40’) - [K : Wp 3 YJ = - B 1 f& + : C fpw&). 
vp<Wp(“p) vpaop(~pcp)<O 
Daraus ist erneut wegen vP < 0 die Relation 
0 < d,(P) - [K : k(x, , yp)] < -*grad n 
ersichtlich. Die Behauptung ergibt sich aus dieser Abschatzung wieder 
gem&s (6.10) (Hilfssatz 7.1). 
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13. Fortsetzbarkeit 
Der Vollstlndigkeit halber beschreiben wir hier noch das Verhalten von 
8 auf einer Faktorgruppe von C und die Fortsetzbarkeit von 6 auf das 
Tensorprodukt R @z C von C mit den reellen Zahlen R iiber dem Ring Z 
der ganzrationalen Zahlen. wiewohl diese Tatsachen weitgehend bekannt 
sind und sogar fiir eine beliebige positiv semidefinite quadratische Form 
auf irgendeiner abelschen Gruppe gelten [12, 131. 
PROPOSITION 13.1. Die Punkte P E C mit 6(P) = 0 bilden eine Unter- 
gruppe C,, van C, die Faktorgruppe c = C/C, ist torsionsfrei, und 6 katin 
vermiige der Festsetzung 
S(P) = 8(P) fiir PEC 
mit irgendeinem Vertreter P oon P in C als positiv semidefinite quadratische 
Form auf c aufgefasst werden. 
Beweis.3 Bevor wir die Behauptung beweisen, bemerken wir, dass 6 
gem& Proposition 13,l Iediglich von der Isogenieklasse der Kurve 
%’ [14] abhgngt, weil danach die rationalen Punkte endlicher Ordnung 
bereits in C,, liegen 
Sei 6 eine beliebige positiv semidefinite quadratische Form auf irgen- 
deiner abelschen Gruppe C. Dass C,, eine Untergruppe von C ist, folgt 
sofort aus der Eigenschaft (9.1) von 6. Ferner gilt fir P E C und Q E C, die 
Beziehung S(P - Q) = 6(P + Q) = 8(P), und daher kann 6 vermage 
der in Proposition 13.1 getroffenen Festsetzung als positiv semidefinite 
quadratische Form auf C aufgefasst werden. c ist torsionsfrei, denn aus 
nP = P in C mit n f  0 folgt 6(nP) = n26(H) = 0, also 6(P) = 0, so 
dass I’ = 8 ist. 
Sei nun 0 = R & C das Tensorprodukt von C mit dem KGrper R 
der reellen Zahlen iiber dem Ring Z der ganzen rationalen Zahlen. 
SKI-Z 13.1. Die posit21 semidejinite quadratische Form 8 auf C liisst 
sich in eindeutiger Weise zu einer positiv semidejiniten quadratischen Form 
8 auf den R-Modul K = R I& C ,fortsetzen, indem ftir die Elemente 
3 Im nicht-konservativen Falle, wo die Charakteristik p von K notwendig 2 oder 3 ist, 
stellt C eine Gruppe vom Exponenten p dar (vgl. Clifford S. Queen, “Nonconservative 
function fields of genus one,” Dissertation, The Ohio State University, Columbus, 
1968), so dass 6 in diesem Falle nach Proposition 13.1 identisch Null ist. 
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e? = Q f: ar,cuj[S(Pi + PJ - S(Pi) - S(PJ] i. j=l 
gesetzt wird. 
Beweis. Wie im Beweis von Proposition 13.1 gehen wir wieder von 
einer beliebigen positiv semidefiniten quadratischen Form 6 auf irgendeiner 
abelschen Gruppe C aus. 
Sei C,, die Torsionsuntergruppe von C. C,, ist der genaue Kern des 
nattirlichen Homomorphismus von C in a. Daher ist C/C,, isomorph in 
6 eingebettet. Andererseits kann 6 nach Proposition 13.1 als positiv 
semidefinite quadratische Form auf C/C,,,, aufgefasst werden, weil C,, C C,, 
ist. Also stellt 8 definitionsgemass eine wohldefinierte, als Fortsetzung 
von 8 eindeutig bestimmte quadratische Form auf 6 dar. 
Zum Nachweis der positiven Semidefinitheit von 8 auf Cs. haben wir 
S(9) 2 0 fur alle BE 6 (13.1) 
zu zeigen. Sei 9 wie in Satz 13.1 gegeben. Da (5 ein Vektorraum iiber R 
ist, kann P durch die iiber R linear unabhangigen unter den 1 @ Pi , 
etwa 1 @ P, ,..., 1 @ P, (r < s), dargestellt werden: 
9+ a,’ @ P, (CL,’ E R, P, E C). 
lC=l 
1 @ P, )...) 1 @ P, erzeugen einen r-dimensionalen 
der zu dem R-Vektorraum R’ der r-tupel aus reellen 
Auf R’ wird vermijge 
&&> = &&4 ,*-*, PA = 8 (il A 0 p”) 
eine quadratische Form 8, definiert: 
R-Vektorraum in 6, 
Zahlen isomorph ist. 
trs, E w  (13.2) 
h4a Y-‘-Y PA = s c &Bj[Wi + Pj) - 8(Pi) - 6(Pj)]. (13.3) 
i.61 
Fur Vektoren p E R’ mit rationalen Koordinaten pi = ni/n (ni , n E Z, n 
der Hauptnenner der pi) gilt nach Definition von 8 auf 6 und 89 auf R’ 
gem&s (13.2) (13.3) 
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weil 6 auf C positiv semidefinit ist. Deshalb liegt s9(Q7), wo Q der Korper 
der rationalen Zahlen ist, in der abgeschlossenen rechten Halbgeraden. 
Nun ist Qr dicht in Rr und daher 8&Qr) dicht in &(R’), weil 8, als 
quadratische Form auf R’ stetig ist. Also liegt such s@(R’) in der rechten 
Halbgeraden. Damit ist (13. l), d.h. 
S(LP) = S,(d) = 8$+x1’,..., cd;> 3 0, 
FOLGERUNG 13.1. Die I)eterminante der Matrix 
M 
‘So = ( 
w? 
#(P + Q) - 6(P) - S(Q)] 
GV’ + Q> ---V’) - S(Q)1 
1 
isty% P, Q E C stets griisser oder gleich Null. 
Der Beweis ergibt sich aus der Feststellung, dass det(M,,o) die Dis- 
kriminante der quadratischen Form 
UP,&, PI = a2W + +W(P + Q> - W - S(Q)1 + P&Q) 
ist, die wegen 
nach Satz 13.1 fur alle 01, /3 E R nur Werte >, 0 annimmt. 
Folgerung 13.1 spielt eine wichtige Rolle im Beweis der Riemann’schen 
Vermutung fur die Zetafunktion eines elliptischen FunktionenkBrpers 
mit endlichem Konstantenkorper [3], [16] (vgl. Fussnote auf Seite 2). 
Satz 13.1 und Folgerung 13.1 gelten entsprechend mit C an Stelle von C 
fur 6 als Funktion auf C gembs Proposition 13.1. 
14. Eine Eigenschaft des Koeffizientendivisors 
Bevor wir auf die Kennzeichnung des Kerns von 6 zu sprechen kom- 
men, geben wir noch eine niitzliche Eigenschaft des Koeffizientendivisors 
m der Kurve $7 iiber K an, die allgemein von Interesse sein diirfte, hier 
jedoch lediglich als Zwischenresultat (Hilfssatz 14.1) eine Rolle spielt. 
Dabei nehmen wir hier und griisstenteils such im folgenden Abschnitt der 
Einfachheit halber an, dass die elliptische Kurve %’ je nach der Charak- 
teristik von K durch eine der Normalformen (5.18), (5.20) oder (5.22) 
gegeben ist, wobei in (5.20) noch zusatzlich b, = 0 gefordert werden soll. 
4 Auf dieses Stetigkeitsargument hat mich Herr Dr. W.-D. Geyer aufmerksam ge- 
macht. 
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Dies bedeutet nach Proposition 10.1 keine wesentliche Einschrslnkung 
der Allgemeinheit (vgl. such [9]). 
HILFSSATZ 14.1. Sei die elliptische Kurve % iiber K je nach der Charak- 
teristik von K durch eine der Normalformen (5.18), (5.20) mit b, = 0 oder 
(5.22) gegeben. Dunn ist die Bedingung 
d.h., dass die sechste Potenz des KoefJizientendivisors m von V iiber K 
divisorgleich zur Diskriminante D von % ist, gleichbedeutend damit, dass 
die elliptische Kurve V durch eine birationale Transformation (T) mit 
Konstanten p, a, r, w aus einer endlich algebraischen separablen Erweite- 
rung R von K in eine bereits iiber dem Konstantenkiirper k von K dejinierte 
elliptische Kurve v’ iibergeftihrt werden kann, wobei die eiliptischen Funk- 
tionenkiirper E, E’ von V, W als Funktionenktirper iiber R isomorph werden: 
Beweis. Sei zun5chst m6 s D, d.h. 6~~ = wp(D) fiir alle Prim- 
divisoren p von K/k angenommen. Dann gelten ganz allgemein fiir eine 
elliptische Kurve V? tiber K der Form (3.1) in bezug auf alle p von K/k die 
Beziehungen 
6~~ = 12wp(a,,) = 4wp(al) = 6wp(bl) = 3w,(b,) = 2wp(b3), (14.1) 
wobei verschwindende Koefiizienten ai , bj als nicht dastehend anzusehen 
sind. Denn nach Definition (3.4) von pp gilt jedenfalls 
und ware fur ein p von K/k etwa 6~~ < 6wp(bl) mit b, # 0, so wtirde sich 
gem&s der Gradformel (3.7) und der Summenformel (2.1) der Wider- 
spruch 
0 = 6 C.&p < 6 ~fpwp(bJ = 0 
P P 
ergeben, weil nach der Annahme tn6 g D r&mlich grad m = 0 ist. 
Es wird sich sofort herausstellen, dass bereits Transformationen (T) 
mit 0 = T = w  = 0 zum Ziele ftihren. Wir geben daher in den ver- 
schiedenen mijglichen Fallen einfach geeignete Elemente p aus einem 
algebraischen Abschluss von K an, die (T) zusammen mit u = T = o = 0 
eindeutig festlegen, und schreiben nur die von Null verschiedenen Koeffi- 
zienten der V erzeugenden Normalform (4.1) hin, die sich durch Anwen- 
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dung von (T) auf die % definierenden Gleichungen (5.18), (5.20) oder 
(5.22) ergibt. (T) ist dann iiber der endlich algebra&hen Erweiterung 
K = K(p) von K definiert, die sich als separabel erweisen wird. 
(a) Sei die Charakteristik von K ungleich 2, 3 und %? durch (5.18) 
definiert. 
Sind dann b, und b, # 0, so gilt nach (14.1) bz3 = cbs2 mit einer Kon- 
stanten E E k, und wir wahlen p = (b;1b,)1/2, so dass R = K(p) separabel 
i,iber K ist und (7’) b,’ = p-4b2 = E, 6,’ = p+b, = E liefert. 1st hingegen 
6, = 0, so setzen wir p = (b3)l16 und erhalten vermittels (T) 
b,’ = p+b, = 1, wHhrend fur b, = 0 der Ansatz p = (b2)1/4 vermittels 
(T) auf 6,’ = p-4b, = 1 fiihrt, wobei jedesmal R = K(p) separabel iiber 
K ist. 
(b) Sei die Charakteristik von K gleich 3 und ‘Z durch (5.20) mit 
b, = 0 definiert. 
Dann ist 6, f 0, weil sonst die Diskriminante D nach (5.21) Null ware. 
Nach (14.1) gilt fur b, # 0 b r2 = qb, mit einer Konstanten q E k, so dass 
der Ansatz p = (b;lb,)li2 vermijge (T) auf bl’ = p-2b, = 7, 
b,’ = p-“b, = 77 fiihrt. 1st aber b, = 0, so setzen wir p = (b2)lj4 und 
erhalten durch Anwendung von (T) b,’ = pp4bz = 1. In beiden Fgllen ist 
wieder R = K(p) separabel iiber K. 
(c) Sei die Charakteristik von K gleich 2 und %? durch (5.22) gegeben. 
Dann ist a, # 0, weil sonst D nach (5.23) Null ware. Nach (14.1) gilt 
fiir a, # 0 uo3 = &zl mit einer Konstanten .$ E k, so dass der Ansatz 
p = a;2al vermoge (T) a,’ = p-la, = 5, a,’ = ~-~a, = tz liefert, wobei 
i? = K(p) = K ist. 1st hingegen a, = 0, so setzen wir p = (u,)li3 und 
erhalten vermittels (T) a,’ = ,~-~a~ = 1, und R = K(p) ist separabel 
iiber K. 
Es ist auf Grund der explizit gegebenen Transformationsformeln (T) 
klar, dass in allen genannten Fgllen fiir die Funktionenkiirper E, E’ von 
%, V’ iiber R die Isomorphie 
besteht. 
Ei? = R(X, Y) =K(X’, Y’) = E’K 
Sei nun umgekehrt die durch (5.18), (5.20) mit 6, = 0 oder (5.22) 
definierte Kurve V vermiige (T) birational gquivalent zu einer bereits iiber 
k definierten Kurve V’. Dann besitzen %Y und %?’ die gleiche j-Invariante 
[S-IO]: 
j =j'. 
Da V i.iber k definiert ist, haben wir j = j’ E k. Nun gilt gem&s (3.6) 
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allgemein w&D) > 6~~ fur alle p von K/k. Ware aber wp(D) > 6~~ fiir 
ein p von K/k, so ergabe sich ein Widerspruch wie folgt. 
Im Falle (a) ist wp(D) > 6~~ nach der Formel (5.19) fur D nur miiglich, 
wenn h, # 0, b, # 0 und 3w,(b,) = 2wJb.J = 6~~ ist. Dann hat aber die 
j-Invariante (3.3),j = bz3/D, von %? einen p-Wert w&) = 6,up - wp(D) < 0, 
was nicht sein kann, weil j E k eine Konstante ist. 
Im Falle (b) ist wp(D) > 6~~ nach der Formel (5.21) fur D nur miiglich, 
wenn entweder b, # 0, b, # 0 und 2w,(b,) = wp(b,) = 2pLp oder b, # 0 
und 2wp(bl) = 2~~ < wJb,) ist. Der p-Wert der j-Invarianten (3.3), 
j = b16/D, von V ist dann aber w&j) = 6~~ - wp(D) < 0, erneut im 
Widerspruch zu j E k. 
Schliesslich ist im Falle (c) wp(D) > 6~~ nach der Formel (5.23) fur D 
nur miiglich, wenn entweder a, f 0, a, # 0 und 6w,(u,) = 2w,(a,) = 3~~, 
oder a, # 0 und 6w,(a,) = 3~~ < 2w,(a,) ist. Dann hat aber die j- 
Invariante (3.3), j = #/D, einen p-Wert WV(j) = 6~~ - wp(D) < 0, was 
der Tatsache j E k widerspricht. 
Hilfssatz 14.1 ist bewiesen. 
15. Kermeichnung des Kerns 
Wodurch sind die Punkte P E C,, gekennzeichnet ? Im folgenden werden 
der Gleichung (3.1) von V zunachst keine einschrankenden Bedingungen 
auferlegt. Sei n = nt gewahlt und d,,, = d gesetzt. Die Abschatzung 
(6.10) aus Hilfssatz 7.1 bedeutet dann gem&s Hilfssatz 8.1 insbesondere, 
dass fur Punktfolgen 2”P mit P E C 
grad m < 6(2”P) - d(2”P) < 0 (15.1) 
gilt. Wir ftihren fur festes P gelegentlich die abkiirzenden Bezeichnungen 
2”P = (x, , yn) ein. 
Nach dem Zusatz 1.1 ergibt sich fir P E C und jede ganzrationale Zahl 
n > 0 die Ungleichung 
d(2”+‘P) 3 d(2”P) + 1 c fpbp - w~(x~+~), (15.2) 
2-+lP<p=g2”P 
wobei im Falle, dass die Charakteristik von K ungleich 2 ist, sogar 
das Gleichheitszeichen steht. Daher sind jedenfalls die schwacheren 
Ungleichungen 
d(2”P) < d(2%+lP) fiir PECundn > 0 (15.3) 
erftillt. 1st nun P E C, , also such 2”P E C, fur alle n 3 0, so haben wir 
wegen (15.1) 
0 < d(2”P) < - grad m fur alle n > 0. (15.4) 
6+1/z/4-8* 
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Demgemass gibt es auf Grund der Abschatzungen (15.3) (15.4) zu jedem 
P E C,, eine nattirliche Zahl np derart, dass fur alle n >, np und alle p von 
Kik 
aus M~&x,) 3 pp stets u’Jx,+r) :: pp folgt, (15.5) 
die monoton wachsende Folge d(2”P) also konstant wird. Diese Aussage 
ist trivial, wenn die Ordnung des Punktes P E C, eine Potenz von 2 ist, 
denn fur die Koordinaten co des Nullpunktes wurde in Hilfssatz 1.1 die 
Festsetzung u’J co) z - co getroffen. 
Sei nun P E C, ein rationaler Punkt # c, dessen Ordnung keine Potenz 
von 2 ist. Dann ist nach dem Additionstheorem (1.3) fir alle II 2 0 der 
Ausdruck 2~1~. + q(xJ f 0. Wir wollen zeigen, dass fur solche Punkte P 
die ftir die Kennzeichnung von C, fundamentalen Ungleichungen 
fur 12 > np und alle Primdivisoren p von K/k erfullt sind. 
Seien P und n fest gewahlt. (15.6) gilt jedenfalls fi.ir Primdivisoren p mit 
M~Jx,) < ,LL~ . Denn im Falle der Charakteristik # 2 ist fiir diese p gemass 
(1.61, (3.6) 
Hat aber K die Charakteristik 2, so kann es fur die hier betrachteten P 
keine Primdivisoren p mit w&x,) < pp geben, weil sonst die Folge (15.3) 
gemass (15.2) nach Zusatz 1.1 (iii) streng monoton steigend ware, was 
wegen der Abschatzung (15.4) nicht sein kann. 
Fiir p mit wp(x,) > pp haben wir (15.6) gem&s (15.5) bereits im Beweis 
der Restgliedabschatzung (5.26) auf Seite 477, Fall (2), bewiesen, wenn %’ 
durch eine der Normalformen (5.18), (5.20) oder (5.22) gegeben ist. Nun 
kann aber-wie wir bereits in Abschnitt 5 gesehen haben-jede elliptische 
Kurve % der Form (3.1) durch eine birationale Transformation (T) iiber 
einer endlich algebraischen Erweiterung R von K je nach der Charak- 
teristik von Kauf eine der Normalformen (5.18), (5.20) oder (5.22) gebracht 
werden, wobei es in bezug auf die zu beweisenden Ungleichungen (15.6) 
keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeutet, wenn R = K angenom- 
men wird. Die Behauptung (15.6) fur p mit wp(x,) > pp folgt dann aber 
daraus, dass der Ausdruck 2yn + q~(x,J invariant bleibt und pp sich 
hijchstens verkleinert (Seite 481), wenn die Normalform (5.18), (5.20) oder 
(5.22) vermiige (T) wieder auf die ursprtingliche Gestalt (3.1) der V 
definierenden Gleichung zuriicktransformiert wird. 
Nun setzen wir unter Ausnutzung von Proposition 10.1 wie im vorigen 
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Abschnitt wieder voraus, dass %T je nach der Charakteristik von K durch 
eine der Normalformen (5.18), (5.20) oder (5.22) gegeben ist. Dabei kann 
(5.18) sogar durch die allgemeinere Gleichung (5.20) ersetzt werden. 
Im folgenden Satz 15.1 bezeichnen wir fur einen Divisor n von K/k den 
k-Modul der Vielfachen in K von n mit L(n). 
SATZ 15.1. Sei die elliptische Kurve %? iiber K durch die Normalform 
(5.20) bzw. (5.22) gegeben, je nachdem die Charakteristik von K ungleich 
2 bzw. gleich 2 ist. Der Kern C,, von 6 besteht genau aus dem Nullelement 0 
und allen Punkten P = (xp , yp) # 0 von C mit der Eigenschaft, dass 
im FaIIe der Charakteristik # 2 
entweder P eine 2-Potenzordnung hat und daher x, E L(m) gilt 
oder eine natiirliche Zahl np existiert, derart dass y;& E L(D-lnt3) ,ftir 
alle n > nr ist 
und im Falle der Charakteristik 2 
entweder P eine 2-Potenzordnung hat und daher x, E L(a;lnt312) gilt 
oder xp E L(m) und yp2 E L(m3) ist. 
Beweis. Wir nehmen zunachst an, dass P E C, nicht 0 ist und keine 
2-Potenzordnung besitzt. Dann ist im Falle der Charakteristik + 2 die 
Behauptung wegen der fur +T vorausgesetzten Normalform (5.20) gleich- 
bedeutend mit den Ungleichungen (15.6), wahrend im Falle der Charak- 
teristik 2 die Richtigkeit der Behauptung bereits im Beweis von (15.6) auf 
Seite 492 erkannt worden ist (man beachte (1.6)). 
Sei nun P E C,, ein Punkt f 0 der Ordnung 2$. Wenn K eine Charak- 
teristik # 2 besitzt, so gilt nach dem Additionstheorem (1.3) auf Grund 
der Normalform (5.20) von % y2i-lp = 0, so dass aus wp(xp) < pp fur 
irgendein p nach (I .6) und Zusatz 1.1 (iii) der Widerspruch 
wp~y2i-lp) = &#(Xzi-Q4 = &qXP) < &I 
folgen wiirde. Hat aber K die Charakteristik 2, so gilt nach dem Additions- 
theorem (1.3) fur einen Punkt der Ordnung 2i > 1 
q~D(x~~--~~) = aox2i-lp + a, = 0, 
so dass im Falle a, = 0 (d.h. j = 0) solche Punkte wegen der Normal- 
form (5.22) von V nicht existieren, wahrend ftir a, # 0 (d.h. j # 0) 
X2’-1p = -a,/a, ist und daher nach Zusatz 1.1 (iii) und gem&s (5.22) 
W&P) 3 $pp - w,(a,) fur alle p gilt, was zu zeigen war. 
Satz 15.1 ist bewiesen. 
641/2/4-S* 
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Wir bemerken, dass Satz 15.1 ein etwas abgeschwachtes Analogon 
eines Satzes von Cassels [14] (Theorem 17.2, p. 247) darstellt.” 
Satz 15.1 ermiiglicht in gewissen Spezialfallen eine noch genauere 
Beschreibung von C, . In Hilfssatz 14.1 haben wir ausgefiihrt, was die 
(starke) Bedingung nt6 s D in bezug auf die elliptische Kurve % bedeutet. 
Wir beweisen nun ohne irgendwelche Einschrankungen an die Form (3.1) 
der % definierenden Gleichung die 
FOLGERUNC 15.1. Ist fiir die elliptische Kurve %? die Bedingung 
erfiillt, so stimmt die guadratische Form 6 auf C mit d iiberein, 
8(P) = d(P) ,fiir alle P E C, 
und die Punkte 0 + P = (xp , yp) E C, sind durch die Divisoridentittiten 
x, E m bzw. yP2 g nt3 (falls xp bzw. ,yp # 0) gekennzeichnet. 
Beweis Auf Grund der Bedingung nt6 z D ist grad nt -= 0. Nach 
(6.lO)(Hilfssatz 7.1) ist daher mit n = m und d,, = d gem&s Hilfssatz 8.1 
8(P) = d(P) ftir alle P E C. Deshalb bedeutet 8(P) = 0 fur P mit xP # 0, cc 
nach der Definition (3.12) von d 
d(P) = - 4 C J&q, - wp(xp)) = 0, 
fcp(xp)~uup 
also wP(xP) = pP fur alle p mit w&x& > y, und damit ftir alle p von K/k, 
weil die Ungleichung wP(xP) < pt, fur ein p wegen der Summenformel 
(2.1) auf den Widerspruch 
0 = 1 fpwp(xp) < c fpp, = grad m = 0 
P I, 
fiihren wiirde. 
Da wP(xP) = pP fi.ir alle p nach (1.6) mit wP(yP) > #pLLp fiir alle p 
gleichbedeutend ist, Ibst sich entsprechend wP(yP) = &+, fiir alle p 
zeigen, falls yP f 0, co ist. 
Folgerung 15.1 zeigt, wie der oben erwtihnte Satz von Cassels [14] 
unter der speziellen Voraussetzung m6 s D verschHrft werden kann. Man 
5 Satz 15.1 l&t sich fiir die Punkte endlicher Ordnung von C unter Verwendung der 
Methoden von Cassels 1141 und mittels Hilfssatz 1 .l noch zu einem genauen Analogon 
zum erwlhnten Satz von Cassels verschlrfen. 
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beachte dabei, dass die Bedingung yp2 E m3 wegen m6 g D such als 
yp2 z Dnl-3 geschrieben werden kann. 
FOLGERUNG 15.2. Ist die elliptische Kurve V wie in HiIfssatz 14.1 
gegeben, und ist +T ferner bereits iiber dem Konstantenkiirper k von K 
dejiniert, so stimmt die quadratische Form 6 mit d iiberein, 
8(P) = d(P) fiir alle P E C, 
und der Kern C, von 6 besteht genau aus den Punkten van C, deren Koor- 
dinaten xp , y, in k liegen, und dem Nullpunkt. 
Beweis. Dann ist nlmlich nach Hilfssatz 14.1 und wegen D E k 
m6 g D g 1 
der Einsdivisor von K/k, so dass sich Folgerung 15.2 aus Folgerung 15.1 
ergibt, weil danach fiir 0 # P E C, und alle p von K/k wp(xp) = t+, = 0, 
falls xp # 0, sowie wp(yp) = #pp = 0, falls y, # 0 ist, gilt. 
Wir wollen nun die im Beweis zu Satz 15.1 ohne Einschrtinkungen in 
bezug auf die V definierende Gleichung (3.1) hergeleiteten Ungleichungen 
(15.6) noch etwas weiter ausschlachten. Mittels (15.6) kann ngmlich das 
folgende Resultat bewiesen werden: 
Zu jedem Punkt P E C, , der nicht das Nullelement Lo von C oder ein 
Element von 2-Potenzordnung ist, sind fiir eine (von P abhgngige) unend- 
lithe Folge natiirlicher Zahlen n, , n2 ,... 3 np die Beziehungen 
2YrQ + v4X7Li) = %(2Y7Lj + d%,N (15.7) 
mit gewissen Konstanten cij E k erfiillt, wobei np wie bei (15.6) definiert ist. 
Denn wegen 2”P # U fiir alle n 3 0 sind zungchst einmal nach dem 
Additionstheorem (1.3) alle (2~~ + q~(x~)) + 0. Ferner hat ein solcher 
Punkt P gem&s (15.5) die Eigenschaft, dass fiir n >, np die Ungleichung 
y,(x,) 2 pp au& wp(xn+d 2 pp und somit nach (1.6) wp(yn) > $pLp und 
w~(Y~.+~) 3 $p, nach sich zieht, weshalb fiir diese p von K/k auf 
w,(2Yn + &nN 3 &I > ~~(2y~+~ + ~(x,+~)) > $p,, geschlossen werden 
darf. 
Betrachtet man also zunHchst diejenigen Primdivisoren p von K/k mit 
wp(x,) > pp fiir ein solches P E C,, und n > IZ~ , so zeigt sich nach (15.6), 
dass die Ungleichung 
w,(2yVl + d%J) f Wp(2Yn+1 + dXn+d 
hiichstens beziiglich der endlich vielen unter diesen p gelten kann, fi.ir die 
such noch wp(D) > 6p, ist. 
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Beziiglich der iibrigen p von K/k argumentieren wir wie folgt. Im Falle 
der Charakteristik 2 kann w,(x,) < pp in bezug auf P E C,, mit 2” P + c’ 
fur alle 77 > 0 nach Satz 15.1 nicht vorkommen, wahrend im Falle der 
Charakteristikf 2 aus w+,(x,) < pp nach dem Zusatz 1.1 M’~,(x~+~~) =: H’&s,J 
und daher nach (1.6) 
2Yn + d&L) = zncQn+1 + dxn+1>>, 
so ist ftir die hier betrachteten P E C,, und n 3 np die Ungleichung 
wp(z,) # 0 h&h&ens beziiglich der endlich vielen p von K/k mit 
wp(D) > 6~~ mijglich, und (15.6) liefert die Abschatzung 
fl.ir alle p. Deshalb kann z, fiir alle II >, np nur an endlich vielen Prim- 
stellen p endlich viele Werte # 0 annehmen, so dass flir eine unendliche 
Folge n, , n2 ,... 3 np 
fiir alle p und alle ni , nj dieser Folge gilt. 
Damit ist (15.7) bewiesen. Mittels (15.7) beweisen wir nun 
FOLGERUNG 15.3. Sei die elliptische Kurve $7 iiber K wie in Satz 15.1 
gegeben. Ist dann K/k ein Funktionenkiirper mit absolut algebra&hem 
.Konstantenkiirper k von Primzahlcharakteristik, so besteht C, genau aus 
den Punkten endlicher Ordnung von C. 
Beweis. Wir nehmen zunachst an, dass k endlich ist. Dann durchlaufen 
die cij in (15.7) fi.ir alle n, , nj der unendlichen Folge eine endliche Menge. 
Im Falle der Charakteristik # 2 bedeutet das wegen der ftir V voraus- 
gesetzten Normalform (5.20), dass yni , ynj fiir alle ni , nj der unendlichen 
Folge einer endlichen Menge angehiiren, P also endliche Ordnung hat, weil 
es nur endlich viele Punkte gibt, deren y-Koordinate einer endlichen 
Menge angehort. 
1st im Falle der Charakteristik 2 a,, # 0 (d.h. ,j # 0), so folgt aus (15.7), 
dass xni , x,~ ftir alle ni , nj der unendlichen Folge einer endlichen Menge 
angehiiren, und es kann fiir die x-Koordinate entsprechend wie vorher fiir 
die y-Koordinate geschlossen werden. Die Bedingung a, = 0 (d.h. j = 0) 
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bedeutet im Falle der Charakteristik 2 wegen der fur V vorausgesetzten 
Normalform (5.22), dass nt6 g D ist. Dann zeigt Folgerung 14.1, dass 
man entsprechend wie in den beiden vorherigen Fallen schliessen kann. 
Sei k unendlich. Wir reduzieren die Behauptung unabhangig von der 
Charakteristik auf den endlichen Fall. Zu jedem festen 0 # P E C, kann 
namlich eine Erzeugung 
K = k(z,’ ,..., zs’) 
von K/k derart gewahlt werden, dass xp , yp , a, , a, , b, , b, , b, unter den 
zi’ vorkommen. Da die endlich vielen Koeffizienten der endlich vielen 
Relationen zwischen den zi’ wegen k absolut algebraisch (d.h. algebraisch 
iiber seinem PrimkSrper) von Primzahlcharakteristik bereits in einem 
iiber dem Primkiirper von k endlich algebraischen, also endlichen Teil- 
kSrper ktp) von k liegen, erzeugen die zi’ vermoge 
K”” = k’P’(z,’ ,..., zs’) 
einen Funktionenkorper K(P)/kcP), iiber dem die elliptische Kurve V 
wegen a, , a, , b, , b, , b, E Ktp) bereits definiert ist und der folglich wegen 
x, , y, E Kcp) die Komponenten x, , y, von 2*P fiir alle n > 0 enthalt. 
Die cij in (15.7) bzw. in der Ausnahmesituation der Charakteristik 2 die 
entsprechenden Konstanten durchlaufen dann also den endlichen Kiirper 
kfp’. 
Damit ist bewiesen, dass C,, aus Punkten endlicher Ordnung besteht. 
Umgekehrt gehiirt aber jeder Punkt endlicher Ordnung zu C, , weil C/C,, 
nach Proposition 13.1 torsionsfrei ist. 
Um die vierte Folgerung aus Satz 15.1 ziehen zu konnen, miissen wir 
den elementaren Standpunkt dieser Arbeit verlassen und den folgenden, 
tiefer liegenden Satz von Manin [ 151 verwenden: 
Sei K ein Funktionenkiirper vom Transzendenzgrad 1 tiber einem 
algebraisch abgeschlossenen KSrper k der Charakteristik 0 als Konstanten- 
kSrper und V eine gem&s (5.18) tiber K definierte elliptische Kurve mit 
dem Funktionenkiirper E/K. Sei ferner vorausgesetzt, dass keine zu V 
fiber einer Erweiterung R von K birational Bquivalente Kurve V’ existiert, 
die bereits iiber k definiert ist und fiir deren Funktionenkorper E’ die 
Isomorphie 
E’lZ=EK 
iiber R besteht. Dann gibt es zu Z E E, Z $ K, nur endlich viele Prim- 
divisoren ‘p l.Grades von E/K derart, dass die Zahlerprimteiler des (in K 
gelegenen) mod ‘$3 reduzierten Elements ZCp einer vorgegebenen endlichen 
Primdivisormenge von K/k angehiiren. 
Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir die 
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FOLCERUNG 15.4. Ist E ein elliptischer Funktionenkiirper iiber einem 
Funktionenkiirper K vom Transzendenzgrad I in bezug ayfseinen algebraisch 
abgeschlossenen Konstantenkiirper k der Charakteristik 0, und existiert 
kein elliptischer FunktionenkGrper E’ iiber k als Konstantenkiirper, fiir den 
mit einer gewissen Erweiterung R ran K die Isomorphie 
iiber R gilt, so besteht C, genau aus den Punkten endlicher Ordnung von C. 
Beweis. Da allgemein fiir eine elliptische Kurve V iiber K mit dem 
FunktionenkGrper E/K die rationalen Punkte P E C umkehrbar eindeutig 
den nicht im Nenner von X aufgehenden Primdivisoren ‘$ l.Grades von 
E/K entsprechen, existiert zu jedem Punkt 2’“P t C ein Primdivisor ‘$E 
1 .Grades von E/K mit 
Ferner sind fiir die im Kern C, von 6 gelegenen Punkte P nach der im 
Beweis zu Satz 15.1 hergeIeiteten Beziehung (15.6) die Ungleichungen 
und alle n oberhalb einer festen, durch P bestimmten natiirlichen Zahl np 
giiltig. 
Seien nun die Voraussetzungen des Manin’schen Satzes erfiillt. Nach 
diesem Satz und der vorher getroffenen Feststellung gehSren fir Punkte 
P E C,, die Primdivisoren ‘$n l.Grades von E/K mit Y’$, = yznp fi.ir alle 
n 3 np einer endlichen Menge an. Daher haben die Punkte P E C, end- 
lithe Ordnung. 
Mit der Feststellung, dass nach Proposition 13.1 alle Punkte endlicher 
Ordnung von C in C, liegen, ist die Folgerung 15.4 aus Satz 15.1 bewiesen. 
Herrn Professor P. Roquette verdanke ich viele wertvolle Hinweise und Anregungen, 
die diese Arbeit entscheidend gefiirdert haben. 
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